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Abstract

Distribuzione limite di {Yn}n

Yn = |x |a x ∈ {a, b}n ⇐= modello razionale r
r ∈ R+〈〈a, b〉〉 automa s.f. A

A primitivo [BCGL2003]
A bicomponente [DGL2004]

=⇒ Yn ∼ · · · con A multicomponente

Caso tipico
A con 1! catena principale di c.f.c., v , m .

Yn

n
−→dist Xv m

Xv m definita da Matrici di Vandermonde confluenti.
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Lavori precedenti : [BCGL03], [BCGL04], [CGL04], [DGL03],
[DGL04], [BCGL06]
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Matrici di Vandermonde

v = (v1, v2, . . . , vk) ∈ Ck (vi 6= vj)

Mv =


1 1 . . . 1
v1 v2 . . . vk

v 2
1 v 2

2 . . . v 2
k

. . . . . . . . . . . .

v k−1
1 v k−1

2 . . . v k−1
k

 .

det(Mv ) =
∏
i<j

(vj − vi )

Calcolo di p(x) ∈ C[x ] tale che

p(x) = a0 + a1x + · · ·+ ak−1x
k−1 + xk , p(vi ) = 0

(oppure di q ∈ C[x ], q(vi ) = bi , deg(q) minimo)

aMv = (−v k
1 ,−v k

2 , . . . ,−v k
k ) =⇒ a = −v kM−1

v

Analogamente, se Cp è la matrice companion di p(x), allora

Cp = Mv diag[v1, v2, . . . , vk ]M
−1
v
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Matrici di Vandermonde confluenti
v = (v1, v2, . . . , vr ) ∈ Cr , vi 6= vj , e
m = (m1,m2, . . . ,mr ) ∈ Nr , mi ≥ 1,

∑
i mi = k,

Mv m = [V1|V2| · · · |Vr ] , dove

(V`)ij =

{ (i−1
j−1

)
v i−j
` se j ≤ i

0 altrimenti.
, k ×m`

Esempio: v = (a, b), m = (3, 4),

Mv m =



1 0 0 1 0 0 0
a 1 0 b 1 0 0
a2 2a 1 b2 2b 1 0
a3 3a2 3a b3 3b2 3b 1
a4 4a3 6a2 b4 4b3 6b2 4b
a5 5a4 10a3 b5 5b4 10b3 10b2

a6 6a5 15a4 b6 6b5 15b4 20b3


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Proprietà

1. det(Mv m) =
∏

i<j(vj − vi )
mi mj

2. Mv m ⇐⇒ sistema lineare per il calcolo di

p(x) =
∏

i

(x − vi )
mi

3. J(Cp) = (Mv m)−1CpMv m

4. i sistemi

ẋ(t) = Ax(t)

x(0) = u

hanno soluzione x(t) = etAu

calcolo di etA ≡ calcolo di (Mv m)−1

(v autovalori di A di molteplicità m)

5. decomposizione in fratti semplici

6. manipolazione di convoluzioni multiple
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Decomposizione in fratti semplici

Dati v = (v1, v2, . . . , vr ) ∈ Cr , vi 6= vj , e
m = (m1,m2, . . . ,mr ) ∈ Nr , mi ≥ 1,

determinare wij ∈ C tali che

r∏
i=1

1

(x − vi )mi
=

r∑
i=1

mi∑
j=1

wij

(x − vi )j

Utile per

I calcolo di integrali di funzioni razionali

I calcolo dei coefficienti di Taylor di funzioni razionali

r∏
i=1

1

(x − vi )mi
=

∑
n≥0

anx
n

esprimere an in funzione dei vi
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I trattare convoluzioni multiple
{an} = convoluzione multipla delle {−v−n−1

i } ciascuna presa
con molteplicità mi

an =
r∑

i=1

mi∑
j=1

(−1)jwij

(
n + j − 1

j − 1

)
v−n−j

Teorema
Posto w = (w11 · · ·w1m1 |w21 · · ·w2m2 | · · · |wr1 · · ·wrmr ) ,

wT è l’ultima colonna di (Mv m)−1

=⇒ Mv m wT =


0
0
...
0
1


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Distribuzioni di Vandermonde
Dati v ∈ Rr , 0 ≤ v1 < v2 < · · · < vr ,
m ∈ Nr , mi ≥ 1,

∑
i mi = k

p(x) =
r∏

i=1

(x − vi )
mi {wij} ultima colonna di (Mv u)

−1

fp(x) =



0 if x < v1

(k − 1)
r∑

`=h

m∑̀
j=1

(
k − 2

j − 1

)
w`j(v` − x)k−j−1 if vh−1 ≤ x < vh

(1 < h ≤ r)

0 if x ≥ vr

Proprieta’ : densita’ polinomiale a “pezzi”,
saldature “continue” nei punti vi ,
il grado di continuita’ dipende da mi
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Esempi semplici (m = (1, 1, . . . , 1))
1) densità uniforme nel caso r = 2

v = (a, b), m = (1, 1) =⇒ fp(x) =
1

b − a
, ∀x ∈ [a, b]

2) densità triangolare nel caso v = (a, b, c), m = (1, 1, 1),

10 20 30 40 50 60

0.01

0.02

0.03

0.04

fp(x) nel caso v = (5, 15, 55) and m = (1, 1, 1).
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3) comportamento quadratico (derivabile con continuità )

0.2 0.4 0.6 0.8

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

fp(x) nel caso v = (0.1, 0.3, 0.4, 0.8) and m = (1, 1, 1, 1).
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Comportamenti regolari m ≥ 1

5 6 7 8 9 10 11

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

1

Funzione fp(x) per v = (5, 10) e m = (5, 3).
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10 20 30 40 50 60

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

Funzione fp(x) per v = (5, 15, 55) e m = (3, 3, 2).
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20 40 60

0.01

0.02

0.03

0.04

Funzione fp(x) per v = (5, 8, 15, 59, 62) e m = (1, 1, 1, 2, 3).
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Comportamenti irregolari

5 6 7 8 9 10 11

0.2

0.4

0.6

0.8

Funzione fp(x) per v = (5, 10) e m = (4, 1) .
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10 20 30 40 50 60

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

Funzione fp(x) per v = (5, 15, 55) e m = (1, 4, 1).
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10 20 30 40 50 60

0.02

0.04

0.06

0.08

Funzione fp(x) per v = (5, 15, 55) e m = (4, 1, 1).
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Formalmente

1. fp(x) ∈ C k−2(R\{v1, v2, . . . , vr})
2. in ogni vi abbiamo fp(x) ∈ C k−mi−2(U(vi ))

=⇒
{

continua in R nel caso r ≥ 3
di classe C 1 in R nel caso r ≥ 4

3. fp(x) è unimodale in [v1, vr ] tranne nel caso m = (1, 1),

4. funzione caratteristica di fp(x):

Φp(t) =

∫ +∞

−∞
fp(x)e i txdx

=
(k − 1)!

(it)k−1

r∑
`=1

e itv`

m∑̀
j=1

w`j

(j − 1)!
(it)j−1 .
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Modello razionale
Definizione

{a, b} alfabeto binario
r ∈ R+〈〈a, b〉〉 serie razionale su {a, b}∗ a valori in R+

definita da un automa s.f. A pesato in R+

per ogni n ∈ N esiste x ∈ {a, b}n tale che (r , x) 6= 0.

Poniamo Prn : {a, b}n −→ [0, 1] tale che

Prn(w) =
(r ,w)∑
|x |=n(r , x)

w ∈ {a, b}n

=⇒ Prn misura di probabilità in {a, b}n.

Definiamo Yn : {a, b}n −→ {0, 1, . . . , n} variabile aleatoria

Yn(w) = |w |a (w ∈ {a, b}n con probabilità Prn(w))
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Caso primitivo [BCGL2003]
A primitivo =⇒ ∃ 0 < β < 1, γ > 0 tali che

E(Yn) = βn + O(1)

var(Yn) = γn + O(1)

Yn − βn

γ
√

n
→dist N0,1

Caso multicomponente
Definizioni

G1, G2, . . . , Gs componenti fortemente connesse di A
λ1, λ2, . . . , λs autovalori di P.-F. delle Gi

Gi componente dominante
se λi = max{λj | j = 1, . . . , s}

C = (Gi1 , Gi2 , . . . , Git ) catena
se ∃ s. iniziale in Gi1 , ∃ s. finale in Git e
per ogni j , Gij → Gij+1

d(C) = ]{Gij dominante in C}
catena principale d(C) = max{d(L) | L catena }
modello semplice se ∃! catena principale C e

ogni Gj dominante in C e’ primitiva
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Risultato
Modello semplice A ,
catena principale C con componenti dominanti Gj1 ,Gj2 , . . . ,Gjk ;

β = (β1, . . . , βr ) vettore delle medie distinte

m = (m1, . . . ,mr ) vettore delle molteplicita’
Xβ m variabile aleatoria di densita’ fq(x) dove

q(x) =
∏r

i=1(x − βi )
mi .

r ≥ 2 =⇒ Yn

n
→dist Xβ m

I Prova basata su: (i) catene principali, (ii) ΦYn/n(t).

I Estensioni al caso r = 1, ∼ γ.

I Problemi aperti:

I distribuzione limite nel caso r = 1,
I proprietà di limite locale,
I applicazione di questi risultati ad altri modelli.
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